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Devoir Maison

La qualité de la rédaction sera prise en compte.

Le but est d'étudier quelques propriétés de la fonction suivante, appelée fonction de
Gudermann, et dé�nie sur R :

f(x) = 2 arctan(ex)− π

2
.

Cette fonction fait un lien entre les fonctions circulaires cos, sin et tan, et les fonctions
hyperboliques cosh, sinh et tanh données par

cosh(x) =
ex + e−x

2
, sinh(x) =

ex − e−x

2
et tanh(x) =

sinh(x)

cosh(x)
.

(Remarque : c'est presque comme les formules d'Euler, mais il manque les i.)

Exercice 1 (Allure de f).

1. Calculer f(0).

2. Calculer f(−x). Que peut-on déduire ?
(Indication : on rappelle que pour tout t > 0, arctan(t) + arctan(1/t) = π/2.)

3. Calculer lim
x→−∞

f(x) et lim
x→+∞

f(x).

4. Calculer f ′, puis tracer l'allure de la courbe de f .

Solution. 1. On a f(0) = 2 arctan(1)− π/2. Or, arctan(1) = π/4 puisque π/4 est le
seul angle θ entre −π/2 et π/2 tel que tan(θ) = 1. Donc

f(0) = 2π/4− π/2 = 0.

2. D'après l'indication, arctan(1/ex) = π/2− arctan(ex), donc

f(−x) = 2 arctan(e−x)− π

2

= 2
(π
2
− arctan(ex)

)
− π

2

= π − 2 arctan(ex)− π

2

= −2 arctan(ex) + π

2
= −f(x).

Ainsi, f est impaire.
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3. En −∞, l'exponentielle tend vers 0. Donc par continuité de arctan, f tend vers
2 arctan(0)− π/2 c'est-à-dire :

lim
x→−∞

f(x) = −π
2
.

En +∞, l'exponentielle tend vers +∞. Donc par continuité de arctan, f tend vers
2 lim

+∞
arctan−π/2, Puisque arctan tend vers +∞, alors :

lim
x→+∞

f(x) =
π

2
.

On peut aussi calculer une des deux limites et utiliser l'imparité pour calculer
l'autre.

4. La dérivée de f est

f ′(x) = 2ex × 1

1 + (ex)2
=

2ex

1 + e2x
.

(On remarque en passant que f ′(x) = 1/ cosh(x).) Ainsi, f ′ est le quotient de
deux fonctions strictement positives, donc est strictement positive. On en déduit
que f est strictement croissante.
(Pour étudier les variations on pouvait aussi dire que exp et arctan sont stricte-
ment croissantes, donc f est strictement croissante par composition. C'est plus
rapide, mais on demandait de dériver dans cette question. De plus, dériver permet
aussi calculer la pente de la tangente en certains points pour avoir une idée plus
précise de la courbe ; par exemple f ′(0) = 1.)
La courbe de f est représentée ci-dessous. (Oui, ça ressemble à arctan mais ce
n'est pas arctan.)
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Exercice 2 (Lien entre fonctions circulaires et hyperboliques).

1. Soit α ∈]− π/2, π/2[.

(a) Montrer que cos
(
2α− π

2

)
= 2 sin(α) cos(α).
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(b) Montrer que 2 sin(α) cos(α) =
2 tan(α)

1 + tan(α)2
.

2. Montrer que cos(f(x)) =
1

cosh(x)
.

On peut aussi montrer (ce n'est pas demandé) que

sin(f(x)) = tanh(x) et tan(f(x)) = sinh(x).

Solution. 1. (a) On utilise la relation cos(π/2 − x) = sin(x) (on peut retrouver
cette formule avec un dessin), ainsi que la parité du cosinus :

cos
(
2α− π

2

)
= cos

(π
2
− 2α

)
= sin(2α)

= 2 sin(α) cos(α).

(b) Si on part de la gauche, on peut écrire

2 sin(α) cos(α) =
2 sin(α) cos(α)

cos(α)2 + sin(α)2

=
2 sin(α)
cos(α)

1 + sin(α)2

cos(α)2

=
2 tan(α)

1 + tan(α)2
.

Si on part de la droite, on écrit les mêmes calculs mais de bas en haut.
(Remarque : puisque α ∈]− π/2, π/2[, alors cos(α) ∈]0, 1] et on peut diviser
par cos(α).)

2. On utilise les questions précédentes avec α = arctan(ex), qui est bien dans l'in-
tervalle ]− π/2, π/2[ :

cos(f(x)) = cos
(
2α− π

2

)
=

2 tan(α)

1 + tan(α)2
.

Or, on a tan(α) = tan(arctan(ex)) = ex, donc

cos(f(x)) =
2ex

1 + e2x
=

2

e−x + ex
=

1

cosh(x)
.

(Remarque : avec le calcul de la dérivée dans l'exercice 1, on a montré que f est
une solution de l'équation di�érentielle non-linéaire d'ordre 1 : y′(t) = cos(y(t)).)

�
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Exercice 3 (Autre expression de f).

On considère la fonction suivante, dé�nie sur R :

g(x) = arcsin(tanh(x)).

1. Montrer que

tanh′(x) =
4

(ex + e−x)2
.

2. Calculer g′.

3. Montrer que f = g. (On rappelle qu'on a calculé f ′ dans l'exercice 1.)

On peut aussi montrer (ce n'est pas demandé) que

f(x) = arctan(sinh(x)) = signe(x)× arccos

(
1

cosh(x)

)
.

Solution. On commence déjà par véri�er que g est bien dé�nie. Pour cela, il faut s'as-
surer que −1 6 tanh(x) 6 1, ce que je vous laisse faire.

1. On prend son temps pour le calcul, et on dérive d'abord sinh(x) et cosh(x) :

sinh′(x) =
ex + e−x

2
= cosh(x) et cosh′(x) =

ex − e−x

2
= sinh(x)

(tiens, ça ressemble un peu aux relations entre cos, sin et leurs dérivées, sauf qu'ici
on n'a pas de signe −). Alors en dérivant un produit :

tanh′ =
sinh′ cosh− sinh cosh′

cosh2 =
cosh2− sinh2

cosh2 .

Ensuite, puisque (ex+ e−x)2− (ex− e−x)2 = 4, alors cosh2− sinh2 = 1 (ça ne vous
rappelle pas une relation entre cos et sin ? À un signe près...), donc

tanh′(x) =
1

cosh(x)2
=

4

(ex + e−x)2
.

(Remarque : un peu plus haut, on a tanh′ = (cosh2− sinh2)/ cosh2 = 1 − tanh2.
Bref, on a montré que

tanh′ =
1

cosh2 = 1− tanh2 .

Est-ce que ça ne serait la même relation qu'entre tan, tan′ et cos (modulo un
signe) ?)
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2. On peut maintenant dériver g :

g′(x) = tanh′(x) arcsin′(tanh(x))

= (1− tanh(x)2)
1√

1− tanh(x)2

=
√

1− tanh(x)2

=

√
1

cosh(x)2

=
1

cosh(x)
,

la dernière égalité venant du fait que cosh > 0.

3. Ainsi, f ′ = g′. Puisque f et g sont toutes les deux dé�nies (et continues et dé-
rivables) sur R, alors il existe une constante C telle que f(x) = g(x) + C. En
évaluant en 0, on a f(0) = g(0) + C. Or, f(0) = 0 et g(0) = arcsin(0) = 0, donc
C = 0, et f = g.

�
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