Théoreme de Bohr-Mollerup
> Lecons. 229, 253, 265

> Développement. 1l s’agit de démontrer que la fonction Gamma d’Euler est caractérisée par
trois propriétés : sa valeur en 1, sa relation fonctionnelle et sa log-convexité. Ce développement n’est
pas difficile mais je I’aime bien. Pour ne pas étre trop court, il me parait nécessaire d’y adjoindre
des applications.

Théoréme 1 (Bohr-Mollerup). Il existe une unique fonction f : R} — R vérifiant :
L) =1,
2. Ve e R, f(x+1) =xf(x),
3. f est log-convexe.

De plus, cette fonction est la fonction I'.

Démonstration. Rappelons que I' est définie par I'(z) = f0+°° e~ t*=1dt pour x > 0.
Etape 1. Montrons que T satisfait ces conditions.

On calcule immédiatement I'(1) = 1. Pour = > 0, une intégration par partie donne
T T T
/ e itrdt = [—e )T + 3[:/ e it ldt = —e T 4 x/ et dt
0 0 0
et donc dans la limite T' — 400, on obtient
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Enfin, soit A €]0, 1[. L’inégalité de Holder appliquée avec p = % et g = ﬁ donne
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En prenant le logarithme, on a In(I'((1 — A\)z + Ay)) < (1 — M) In(I'(z)) + A1n(I'(y)) et donc I est
bien log-convexe.

Etape 2. Montrons que ces conditions caractérisent T.

Soit f une fonction vérifiant les trois conditions. Pour z € R’ et n € N, la relation fonctionnelle
donne
flx+n)=(x+n—-1)..(x+ 1zf(x)



de sorte que f est entierement déterminée par ses valeurs sur |0, 1]. De plus, puisque f(1) =1 on
obtient f(n) = (n — 1)!. En supposant maintenant n > 2, la log-convexité nous permet d’écrire par
croissance des pentes :

In(f(n)) —n(f(n = 1)) _ In(f(n+2)) —n(f(n)) _ W(f(n+1)) —In(f(n))
n—(n—1) h (n+x)—n b (n+1)—n

ce qui, compte tenu de f(n) = (n — 1)! donne

In(n —1) < In(f(n+z)) —In((n —1)!) <In(n)

puis
In((n—1)*(n—1!) <In(f(n+z)) < In(n“(n—1)!)

soit, par croissance de ’exponentielle et grace a la relation fonctionnelle,

m=1D*n-1!<(z4+n—-1)...(x+Dzf(x) <n"(n—1)!

et enfin n
x+n
In-1(2) < f(2) < gnl2)—
ou on a noté
n*n!

x) = .

9n(2) (x+n)..(z+1)x
Ces inégalités étant vraies pour tout n > 2, on a donc g, (z) < f(z) < gn(x)=™ ou, de manicre
équivalente, %= f(x) < gn(z) < f(x) ce qui montre que la suite (gy,), converge simplement vers f
pour x dans |0, 1]. Or, puisque f est choisie quelconque vérifiant les trois conditions, ceci montre
que f est uniquement déterminée, et la premiére étape montre que f =1 O
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FIGURE 1 — Illustration de la croissance des pentes

Remarque. On a en méme temps montré la formule suivante, due a Gauss :

) n*n!
vz €]0,1], I'(z) = HETOO x(x+1)...(z+n)

En utilisant la relation fonctionnelle, on montre que cette formule est vraie pour tout x € R .



Application 2 (Lien avec la fonction Béta). On définit la fonction Béta sur (R, )? par

1
B, y) = / =11 = ).
0
Les fonctions Gamma et Béta sont liées par :

V(z,y) € (R})?, B(x,y) =

Démonstration. Fixons y dans R, et posons f(x) = Fgf(z)y)B(x, y). L’idée est d’appliquer le théo-

reme précédent a f.

Pour cela, on calcule B(1,y) = % Etant donné T'(1 + y) = yI'(y), on trouve donc f(1) = 1. Par
ailleurs, une intégration par partie donne

Bz +1,y) = /01 <1t_t>m (1—t)**v=1qt
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de sorte que
(+y)lx+y) =

I'(y) T+y
Enfin, soit A €]0, 1[. L’inégalité de Holder appliquée avec p = % et g = ﬁ donne

flz+1) = B(z,y) = zf(x).

B((1 =Xz + A\, y)
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= B(z,y)'*B(«/,y)*

N

de sorte que x — B(z,y) est log-convexe. Puisque = +— I'(x 4 y) l'est également, il s’ensuit que f
est log-convexe.

Ainsi, d’apres le théoréeme de Bohr-Mollerup, on a f = I" et donc

I'(z)l'(y)

Ble.y) = T(z+y)

Application 3 (Formule de duplication de Legendre). Pour tout z > 0, on a

[(z) = QJ;F(;:)F <x‘2”>




Démonstration. Pour z > 0, posons f(x) = 23%1F(%)F(3E2i1). Encore une fois, il s’agit d’appliquer

le théoréme de Bohr-Mollerup & la fonction f.

Le calcul de F(%) est classique. On peut par exemple poser ¢t = u? dans la définition de I' pour se
ramener au calcul de I'intégrale de Gauss. On peut aussi poser ¢ = sin(6)? dans la définition de la
fonction Béta, et utiliser le résultat précédent. Dans tous les cas, on doit trouver F(%) = /7 de
sorte que f(1) = 1. Par ailleurs, un calcul donne

2% +1
2$F r+1 gr (:z)

N
- xﬁr< 2 >F<2>
= zf(z).

Enfin, la log-convexité de I' et de z — 2%~ implique immédiatement celle de f. Par théoréme de
Bohr-Mollerup, f =T. O

> Questions possibles.

Question. Le théoréeme reste-t-il vrai en enlevant une des conditions ?

Réponse. Sans (1), toutes les fonctions f = AI' pour A € R} conviendraient. Sans (2), la fonction donnée par
f(z) = e®* conviendrait. Sans (3), ...? O

Question. Peut-on remplacer la log-convexité par la convexité ?

Question. Les différentes formules montrées sont-elles valables plus généralement (par exemple
pour zx réel en dehors de |0, 1[, ou pour z complexe) ?

> Références. On peut trouver le théoréme de Bohr-Mollerup dans [Rud09] ou [Rud06], ce
dernier ayant I’avantage de présenter aussi les applications. On trouve dans [Gou08] les propriétés
classiques de la fonction I' (vue comme fonction réelle), ainsi que d’autres démonstrations des
formules de Gauss et de Legendre.
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